Agrégation - Legons

Injectivité de la transformée de FOURIER

ENONCE :

Théoreme : L’application, appelée transformation de FOU-
RIER, définie par :

F: LMRY — Cy(RYLR)
fo— F(f)

est une application linéaire injective.

DEVELOPPEMENT :

LEMME (Invariance du noyau de Gauss) : Pour ¢t € R",
on définit I'application, appelée noyau de Gauss, définie par :
1 —zf?

qt(aj) = e 2t
2V 27Ttd

c L'(R?)

oll |.| désigne la norme euclidienne sur R?. Alors on a :

—tle|?
— e 2

Fla)(€)
Démonstration. On montre le résultat pour d = 1 par soucis de no-
tations.
On a :

D’ou :
€—§(x+z§) dr

Fla)©) =% [

On considere 'application
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Pour R > 0 et £ € R fixés, notons I'(R) le rectangle de sommets
—R, R, R+ &, — R + &, parcouru dans le sens direct. On a alors :

R a:2 5 1 <1\ 2
— -7 —5(R+it)*,
/F(R) o(2)dz = /Re dx+/0 e idt

Li(R) I (R)
—/ —a(r+ig) dx—/(fe 2(=BFit) gy
I3(R) I4(R)
Or limp_, 4o 11 (R) = v/27. De plus,

2 2
< [Fe g = [F et

d’ott limpg_, 1 Io(R) = 0. De fagon analogue, limp_,, I4(R) = 0.
L’intégrale généralisée [T e —2(@ i)’ g étant convergente, on a :

[ Io(R

lim IS(R) = /+OQ efé(llﬂrixf)zdx

R—+o0 —00

¢ étant holomorphe sur C et I'(R) étant fermé, en vertu du théoreme
de CAUCHY, on a :

/ e Tdz=0

T(R)

/+OO e~ 2 (@ Fiae)? g0 V2T

—0o0

Ainsi, on a :
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Finalement, on obtient par la relation (%) :

Fla)§) =t
Or F(q) (&) = F(q)(vt€é) par changement de variables, d’ou
Fla)©) = .

Démonstration. (théoréme) : Soit f € L'(R?).
« L’application est bien définie. En effet, ||F(f)|| < ||f||11- Par

le théoreme de continuité de LEBESGUE d’une intégrale a para-
metres, F(f) est continue.

Voyons que lim¢4o F(f)(§) = 0. Soit § = (£1,&2,...,8a) €
R?. Supposons, sans perte de généralité, que |&;|— + co. On

pose a = (Z,0,...,0) € R% On a, par changement de variables,

z
FNE) = fu f o — a)e™
= Jo Tof (x)e 1) dg;
D’ou .
FNE) =5 foulf @) = 7af (1)) da
Finalement, on a :
FAO] = lF —malle

qui tend vers 0 lorsque a — 0, par continuité de I’application
7:a > 7, dans L'Y(RY) donc lorsque |£] — +00.
On a donc bien que F(f) € Co(RY, R).

o La linéarité de I'application est évidente par linéarité de I'inté-
grale sur RZ.

o L’application est injective. En effet, soit f € L'(R?) telle que
F(f) = 0. L’application étant linéaire, il suffit de voir que f = 0.
On définit, pour ¢ € R%, pour a € R? fixé, g;(z) = q(z)e’ ia,z)
On a d’une part :

/Rd f(x)F r)dr = /Rd f(2)F(q)(zr —a)dx
= [+ F(q)(a)

= \/2_7Ttdf * q-1(a)

D’autre part, par la formule de dualité,

/Rdf )da:—/R F(f)(x)gi(x)dx =0

D’ot, pour tout (t,a) € (R%,RY), f*g-1(a)=0.
Mais comme (g;-1),., est une approximation de I'unité dans
LY(RY), on a, par continuité de la norme :

0= lim ||f *q- 1—fH1— hm Hle—HfH1

t—-F00

D'out f = 0.

Remarques :

o On pourra ne montrer que le lemme + 'injectivité en admettant
le reste (qu’il faut savoir montrer).

o Il faut connaitre des applications immédiates de ce théoreme
(solutions d’une équation de convolution, etc.)

o L’application n’est pas surjective mais F(L!'(R?)) est dense dans

Co(R?) (difficile).
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